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En el presente trabajo estudiaremos las funciones aritméticas sobre 
el monoide de los polinomios mónicos, en la indeterminada X sobre un 
cuerpo finito Fcl , comparando algunos resultados aquí obtenidos, con 
aquellos que les son análogos en el monoide fi*. 
El objeto fundamental de este trabajo es el de encontrar expresiones  
y Ordenes promedios para algunas funciones aritméticas en el monoide 
21(q;X). Para ello necesitaremos primero establecer un isomorfismo entre 
el álgebra de Dirichlet (Dir (LM)) y el álgebra de las series formales, 
el cual nos permitirá escribir algunas funciones aritméticas como produc 
to de funciones 5-de Riemann, obteniendo así expresiones para los 
coeficientes q 
-kz 
a partir de los cuales analizaremos el comportamiento 
de estas funciones. 
Nuestra obra consta de tres capítulos los cuales detallaremos a 
continuación: 
El primer capítulo, en su primera parte, recoge el álgebra de las 
funciones aritméticas, determinando el inverso de una función aritmé-
tica, funciones multiplicativas y completamente multiplicativas, esta-
bleciendo condiciones que nos permiten analizar el comportamiento de 
éstas sobre las potencias de primos de P en M. Además se estudian 
algunas funciones aritméticas en especial (u,,,d,dr 5-t ,>\,A,1 etc.), 
dando condiciones necesarias y suficientes con la utilización de la 
fórmula de Inversión y el Teorema de Mdbius para determinar cuando una 
función es multiplicativa o completamente multiplicativa. 
En la segunda parte del primer capitulo establecemos un isomorfismo  
entre el álgebra de Dirichlet (Dir(11)) y el álgebra de las series forma 
les, el cual será herramienta de gran utilidad en el descubrimiento de 
nuestros resultados finales. Definimos también, en esta sección una 
norma (11 11) en Dir(M) y estudiamos algunas propiedades topológicas de 
Dir(11). 
En el segundo capítulo hacemos un estudio de las funciones 5-de 
Rionann la que tiene como expresión la serle formal 
co _5 	= ›_( )-- (1-kz = ‹.7.1  (z) 1)  (z).  
K.0 1A1.k 
Independiente Multiplicativa, esto con la escritura de 1Y en serie 
formal nos ayudará a escribir algunas funciones aritméticas como produc 
to de funciones S- , los que nos permitirán encontrar expresiones para 
los coeficientes q-kz. Finalmente exhibiremos condiciones necesarias y 
suficientes para expresar una función aritmética como producto finito 
o Infinito de funciones -5- -de Riemann. Es, pues, en este capitulo donde 
damos las bases necesarias para satisfacer el objetivo fundamental. 
En el tercer capitulo analizamos el comportamiento de algunas fun-
ciones aritméticas para valores relativamente grandes de 1A(X)1; éste 
se analiza comparando el comportamiento de la función con el comporta-
miento de una función'conocIda, y así obtenemos el orden promedio de 
algunas funciones aritméticas cuyas expresiones para los coeficientes 
q-kz en 11(q,X) han sido estudiadas en el segundo capitulo. Además estu-
diamos algunas conjeturas (Mestens, Turán, Pólya) comparando su compor 
tamiento en 11(q;X) con su comportamiento en h*. 
X1 
Analizamos además las funciones Primo  
Esperamos que este trabajo incentive a la investigación del compor-
tamiento de las funciones aritméticas en cualquier otro monoide. 
X11 
CAPÍTULO I 
EL ÁLGEBRA DE LAS FUNCIONES ARITMÉTICAS 
CAPITULO I 
EL ALGEBRA DE LAS FUNCIONES ARITMETICAS 
1.1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES. 
Las "funciones aritméticas" que estudiaremos aquí son generaliza-
ciones de las funciones aritméticas de la teoría clásica de los números. 
Estas últimas están definidas en el monoide N de los números enteros 
;1-1 y la generalización que haremos aqui, empieza por sustituir este 
monoide por otros, cuyas estructuras le son semejantes. 
Para nosotros un monoide o semigrupo conmutativo 11 es un conjunto 
provisto de una ley de composición 	 que es asociativa y 
conmutativa. Además supondremos que TI es unitario, es decir, que existe 
1e41 tal que Al . A para todo AE111. 
Para mantener la analogía con N supondremos también que 1 tiene un 
subconjunto IP (llamado el conjunto de los elementos primos de IM) tal 
que todo elemento AcEM, A i 1 se escribe de manera única en la forma 
o(' 	«2 	CIL 
A = pi .p2 ...pk ; Pie 1P, c<1  entero 
Es decir, iM es un monoide factorial o con factorización única (en sus 
elementos primos). 
A partir de este momento, todos los monoides considerados en este 
trabajo serán monoides factoriales. 
Definición 1.1.1: Si existe una aplicación norma 
	
I . 	, 
es decir, tal que  
(1) 	111 = 1; IPI >1 para 'DEP, 
2 
3 
(u) 	1ABI = 1A11131, para A,BE.rm, 
(in) G(n) 1<co (n = 1,2,3, .. ) 
1A1=n 
decimos que (LM,1 1) es un semigrupo aritmético. 
Definición 1.1.2: Si existe una aplicación grado  
decir, tal que: 
(19 2)(1) = O; D(P)2> O para PeP, 
(11') (AB). 2) (A) 4- 75 (B) para A,B e N, 
(111') G(n) = :57-‘ 1<co(n = 1,2,3,...) 
AeM 
C)(A) = n 
decimos que (11,Z) es un semigrupo aritmético aditivo. 
Proposición 1.1.1: Todo semigrupo aritmético aditivo es un semi-
grupo aritmético. 
Prueba: Sea q un número real >1. Haciendo IAI =14-11(A) verifica-
mos que 1 1 es una función norma. En efecto, por definición 
111 . 	(1) . 	. 1; además, si PeP, 1P1 = 4-1(P) >1 pues -(1(P) >0. 
.¿D(AB),c1 .1  Esto verifica (1). La relación 1AB1 	 AIIBI no es otra 
cosa que (11). Finalmente, sea n E N; si n 4 qm(m=1,2,...), entonces 
G(n) =.7571 1 = 757- 1 = 0 
A€1 	/Neri 
1A1=n B (A) 	n 
Ahora bién si n = qm para algún m = 1,2,..., entonces 
G(n) =)  1 = >7 1 = 	 1 Z(m) <03 
AE.IM 	AeN 
1A1=n 	q (A).qm  b(A)=m 
a: 
4 
Luego en cualquier circunstancia G(n)< 03 
Ejemplos.  
(1-) Sean 	= IN y P = {números primos >1 ) . Si In' = n para 
n E N, todos sabemos que (IN, II) es un semigrupo aritmético y G(n)=1. 
(2-) Si M = M(c1,X) es el conjunto de todos los polinomios unita-
rios (es decir, de coeficiente director igual a uno) en la indetermina 
da X y con coeficientes en un cuerpo finito F de q elementos, un cono 
cido teorema (si K es un cuerpo, el anillo K [X] es factorial) nos 
dice que todo elemento A(X) E TI puede escribirse de manera (mica asi: 
A(X) = Pi(X) 	P 	("I(k (X)  
donde cada PI(X) e P = P(q;X) = t polinomios irreducibles unitarios] . 
Denotando con Z(A(X))= a (A) al grado del polinomio A(X), propiedades 
elementales y bien conocidas de los polinomios nos dicen que (01(cuX), a ) 
es un semigrupo aritmético aditivo, pues, también se tiene 
/ (n) =7(7):,) elli(cr,x).= 	og 
Z(A) = n 
El valor IA(X)I = n(A) = q 5(A) se conoce en la literatura como la norma  
del polinomio A(X). Claramente, ( M(q,X), II) es un semigrupo aritmético. 
Observemos que en un monoide factorial IM existe una relación de  
divisibilidad definida asl. 
AIB si existe CeIM tal que B = AC, 
que satisface además las siguientes propiedades. 
(01) AIA para todo A. 
(2) Si AIB y 81C, entonces A1C. 
(3) Si AIB y B1A, entonces A . B 
Si AIB decimos que A es un divisor de B. El elemento C e M tal que 
B = AC se escribe C 8/A. También tenemos la noción de máximo común  
divisor (A,B) de dos elementos A,B erM, definida de manera obvia. 
Dualmente, tenemos la de mínimo común múltiplo [A,B] , y, en general 
todas aquellas propiedades de N que dependen unicamente de la factoriza 
ción única. 
Definición 1.1.3: Sean 111 un semigrupo aritmético y C el cuerpo de 
los números complejos. Toda función f:M 	C se llama una función  
aritmética. 	Al conjunto de todas estas funciones se le denota con 
Dir(M). 
En Dir(M) podemos definir una suma, así: 
(f+g)(A) = f(A) + g(A), para Aell, f,g eDir(11) un producto por  
escalares así: 
( )MA) = X(f(A)) para Aell, f eDir(IM), X C 
y un producto * entre funciones aritméticas, asi: 
(f 	g)(A)   f(D)g(A/D) 
DIA 
Este producto * se suele llamar convolución de Dirichlet. 
Proposición 1.1.2: Dir(ÍM) con las operaciones anteriores conforma  
una 1-álgebra conmutativa unitaria, que llamaremos el álgebra de  
Dirichlet de N. 
Prueba 	Que Dir(M) es un 1-espacio vectorial, resulta de un hecho 
general muy conocido. Pasemos, Pues,  a verificar que es un e-álgebra 
5 
conmutativa. En efecto, si f,g eDir(11) y Aell, entonces 
(f*g)(A) 71f(D)g(A/D) >  f(D)g(C) 
DIA 	 OC=A 
	 g(C)f(D) .>  g(C)f(A/C) 
DC.A CIA 
(g*f)(A) 
lo que muestra que * es conmutativo. Veamos que * es asociativo. 
Sean, f,g,h eDir(M) , AeN, de modo que 
[fok(glhíl(A) . 257 f(D)(g*h)(A/D) 
DIA 




De manera análoga se desarrolla [(fog)19A) y se verificará que es 
igual al último miembro derecho de las anteriores igualdades. Verifi 
quemos ahora que el producto * distribuye respecto a la suma. Sean, 
pues, f,g,h eDir(24); Aell; entonces 




>  f(D)h(A/D) +>  g(D)h(A/D) 
DIA 	 DIA 
= (f*h)(A) + (g*h)(A) 
Enseguida, mostraremos que (Xf),Ieg = f*(g) =X(f*g). En efecto, 
sean f,gED:r(fM), Xe C, Aell; entonces 
6 







= Xl f(D)9(A/D) 
DIA 
= [X(f*d(A) 









NIMA) =1.f(D)I(A/D) = f(A) 
DIA 
es decir, fkI = f, para toda feDir(14) lo que indica que I es la unidad 
para el producto. 
Pasaremos ahora a determinar los elementos invertibles de DirOM). 
Para ello tomemos feDir(M), fid y tal que «1)40. Queremos determinar 
f-1ELDir(tM) tal que fof =flef-1=I; para ello basta determinar f-1  (A)
para cada AeS. Procederemos por inducción sobre IAI. Si A = 1 
entonces 
(flf-1)(1) = f(1)f-1(1) = 1; 
1 de donde f- 	— 1(1) =	Supongamos ahora que f-1  (A) ha sido determinado 
f(1) 
para todos los Aell que cumplen IAI‹:n. si tomamos Betil tal que 
IBI = n, tenemos 
O = I(B) = (fxf-1)(B) .257 f(B/D)f-1(D) 
DIB 
= f(1)f-1(B) + 	f(B/D)f-1(D) 
01DIcn 
como para 111<n, f-1(D) esta ya determinado, por hipótesis de induc-
ción, vemos que f (B) queda determinado por 
f -1(B) 	. 1  > 	f(1j/D)f-1(0) 
f(1) DIB 
IDkcn 
Recíprocamente, si f -1 existe, entonces de f*f -1 = I, resulta inmediata 
mente que f(1)f -1(1) = 1, es decir, «1)0. Hemos, pues, demostrado 
la siguiente.  
Proposición 1.1.3: Los elementos feDir(1) que son invertibles son  
precisamente aquellos que cumplen f(1) 	O. 
Por la construcción inductiva hecha en la demostración de esta 
proposición, resulta claro que f-1 es único. El conjunto 
í feDir(M), f(1) 	03- es, pues, un grupo para la multiplicación 	Y 
se le denota con DirX(fM). 
Definición 1.1.4: Sea f una función aritmética f 	0. Decimos que  
f es multiplicativa si f(AB) = f(A)f(B) cada vez que (A,B) = 1. Si 
f(AB) 	f(A)f(B) para todo par de elementos A y B en 11, decimos que f  
es completamente multiplicativa. 
8 
9 
Es claro que toda función completamente multiplicativa es multiplica 
tiva. Por otra parte, como (A,1) = 1 y 
f(A) = f(A.1) = f(A)f(1), 
si f es multiplicativa, vemos que f(1) = 1. Por lo tanto, toda función  
multiplicativa es invertible. 
Las siguientes funciones son completamente multiplicativas IAII  , 
en particular U(A) = IAI° = 1, para todo AGNI. También lo es 
la función unidad 1(A). Como veremos luego nb toda función multiplica 
tiva es completamente multiplicativa. 
Proposición 1.1.4: Las funciones multiplicativas conforman un sub-
grupo de D1rX(IM). 
Prueba: Sean f y g dos funciones multiplicativas (ya hemos visto 
que estas son invertibles). Si A y BeIM son tales que (A,B) = 1, 
entonces 
	









LMIA 	 NIB 
= [(fits9)(A)][(f*9)(B)], 
donde henos usado el hecho que si (A,B) = 1 y.DIAB, entonces 
= MN, MIA, NIB y (A/M, B/N) = 1. Luego el producto de dos funciones 
multiplicativas es una función multiplicativa. Veamos finalmente que 
el inverso de una función multiplicativa f también lo es. Como en este 
caso f(1) = 1 tenemos que f -1(1) . 1. Si PF' y e1 tenemos que 
O = I(Pe) = (f*f-1)(Pe) 
Consideremos la única función multiplicativa h tal que f-1(Pe) = h(Pe), 
para todo PeP y todo e-7,1 entonces (f:4) (pe)  = li .,-e F ) para todo Pe P y 
e-1?-1. Como tanto f como h son multiplicativas; vemos que f*h es 
multiplicativa y, por tanto, 
(f*h)(A) = I(A) = (f*f-1)(A), para todo A eftl; es 
decir, f*h = f*f -1= I. La unicidad del Inverso nos dice ahora que 
h = f-1, lo que exige que f-1  sea multiplicativa. 
Corolario: Si f y 9 son funciones multiplicativas, entonces  
h(A) =>  f(D)g(A/D) = (f*g)(A) es multiplicativa  
01A 
Proposición 1.1.5: Sea f eDirX (111) con f(1) = 1 entonces  
(a) f es multiplicativa si, y solo si,  
el 	ek el 	ek 
= f(P1 )"'f(Pk ) 
para todo P1 €P y todo e1 1. 
(b) Si f es multiplicativa, entonces f es completamente multiplica-
tiva si, y solo si, 
f(Pe) = f(P)e  
para todo PEP y todo entero 
10 




k .P 	P €0), e1  ;11. Entonces ' 	1  
e< 	e, 	e, 	e, 	e, 
f(Pl i'''PkN) = f(Pl i)f(P2‘....PkN)9  
el 	e, 
pues (P1 ',...,Pk") = 1. De manera recurrente, obtenemos 
e 	e, 	e, 	e, 
f( iD 1 	..p N) = _r.,,, ',...FID N,. 
	
) 	Recíprocamente, si (A,B) = 1, entonces '" 1 	' 	k ' 	rkri  ; 	l'uk 
el 	ek 	fl 	fs A = P1  ...Pk , y B = Ql  ...Qs , donde los PI, y los Q son mutuamente dis J 	 — 
tintos y e1,f3 -_-?1. Entonces, por hipótesis 
el  
f(AB) = f(1)11 	k -.- 	ke 	f4 Q f  P * Q11—. ss)  
el 	e, 	f, 	f 
= f(Pli)—f(Pkil'f(Q11)—f(Qss')  
e, 	e, 	f, 	f 
= 	 1 ..p 
1 • 	k 	 l • '<s ' 
= f(A)f(B) 
(b) Si f es completamente multiplicativa, es claro que f(pe)=f(p)e . 
e, 	e, 	f1 	f Recíprocamente, sean A = P,'...P,', B = P1 '..Pk
k donde ei' f ::-..)0. e1+f1 	e 4f 	'e +f 	
1— 
Entonces AB = P 	P2 k 2...Pk
k k y como f es multiplicativa, por 
hipótesis tenemos 
e1+f1 	ek+fk f(AB) = «Pi_ 	) ...f(Pk 	) 
e,-.1-f, 	eu+f, 
= 1(1)1 ) I 	1...f(Pk ) N N  
el 	e, 	f, 	f 
= f(P1 ) 1...f(Pk) N  1-(1j  "''''1 )  % l'.  f(Pk) k 
el 	ek 	fl 	fk 
= f(P1 —Pk )f(P1 —Pk ) 
. f(A) f(B) 
donde hemos usado la hipótesis f(Pe) = f(P)e repetidas veces. 
Proposición 1.1.6: Si f es multiplicativa entonces  
e 
Prueba: Desarrollando el producto del miembro derecho tenemos 
1 	
e, 	 e, 
TT( 	 f(P )) = (1+f(P1)+...+f(P1 1 ))x(1+f(P2)+....44(P29)... 
'e, j=1 1=0 (l+f(Pk )+  




‘ = 14f(P1P2)+...+f(PiPk)+...+f(P11  ...Pkk  ) 
lo cual nos da el miembro izquierdo. 
1-2 DEFINICIONES Y ESTUDIO ELEMENTAL DE ALGUNAS FUNCIONES ARITMETICAS. 
La función definida por 
si A = 1 
LAA) 	(-1)k si A = Pi...Pk donde los P1  son todos distintos 
O 	si existe PGIP tal que P21A. 
se llama función Mbbius del monoide factorial H. Como en el caso del 
monoide N, esta función tiene un carácter combinatorio en todo monoide 
factorial. Veámoslo 
Proposición 1.2.1.  
(1) 	j14 (0) = I(A) 
12 
bc. 
>  f(D) = Tr 
DIA 	j=1 
e1 	ek donde A = P1 ...Pk ' e1. 
—DTÁ 
13 
el 	ek Prueba: Sea A = P1 k P 	donde P el''  e1  >1. Entonces ' — 
	00(D)  . 	+ d°(P
1
)+.. da(Pk)+ e/1/(P1P2)++ 01101Pk)+ DIA 
Pk)-1—+ 04(Pl —Pk)  
	








= (1-1)k . o 
si A 	1 
Observemos que (1) significa que U *t,4 )4* U . I. Es decir,. U-1. 
De aqui resulta fácilmente que )1 es la única función que satisface 
(1). 
Proposición 1.2.2: La función(' de hltibius es multiplicativa. 
Prueba Como a es multiplicativa su inversa (k-1 
	
es multiplica 
tiva en virtud de la proposición 1.1.4. 
La función)(  no es completamente multiplicativa, pues 
o =j1( P2) ji(P)AP) = 1. 
e 	e 
Proposición 1.2.3: Si f es multiplicativa y  A = Pi 1...Pk
k
' donde 
P etP y e1  >1 entonces. -- 
:57d4(0)f(D) = Tr (14(P )) = TT (1-f(P)) 
DIA 	 J-41 
PIA 
Prueba 	La función definida por oU(A)f(A) es multiplicativa, pues, 
si (A,B) = 1 entonces 
unAB)f(AB) = "A))1(B)f(A)f(B) = [(/)'(A,)f(Afl[ da(B)f(B). ] • Luego, 
por la proposición 1.1.6, 
eJ  
>  J111(D)f(D) = 	
pl)f(plp, 
DIA 	 j=1 1=1 	3 
e; 
pero 2:IP(PI)f(PI) = )1(1)f(1) + j14 (P )f(P ) = 1-f(P ), de donde 
1=0 	3 	 J 	J 
resulta la proposición. 
el 	et, 
Corolario: Si A- P1 	P 	entonces  - 	k 
> tfl(D) = *(1_ip r
1) 	IT(1-1P1-1) 
	
DIA IDI j=1 	 PIA 
Prueba: Como f(A) = IAI -1  es multiplicativa el corolario es una 
consecuencia inmediata de la proposición. 
Proposición 1.2.4: Sea f una función multiplicativa. Entonces f 
es completamente multiplicativa si, sólo si, 
f 1(A) = ("AMA) 
para todo A e (M. 
Prueba: Supongamos que f es completamente multiplicativa y hagamos 
h(A) = ("AMA). Entonces 
(h*f)(A) = 5 	h(D)f(A/D) =>  JU(D)f(D)f(A/D) 
DIA DIA 
= > 	)1(D)f(A) = f(A) ›  ji(D) 
DIA DIA 
= f(A)I(A) = 1(A) 
-1 es decir, h = f 1. Recíprocamente, si f (A) = uM(A)f(A), vamos a 
utilizar la proposición 1.1.5(b) para probar que f es completamente 
multiplicativa, en efecto, si PeP y e;?1 vemos que 
14 




de donde f(Pe) 	f(P)f(Pe-/ ). Luego como f(P) = f(1)f(P), una inducción 
sobre el exponente e nos da el resultado. 
Proposición 1.2:5: (Fórmula de inversión de Mbius). Sean f 	g 
funciones aritméticas. Entonces para todo A  
f(A) =Fg(A) si, y sólo si, g(A) = 	f(D) ,11(A/D) 
DIA 	— 	 DIA 
Además, si f es multiplicativa g también lo es y recíprocamente. 
Prueba: La parte izquierda de esta 'equivalencia significa que 
f = ghti; luego f*, = (g#41),1(1.1  = g*,(u.*}2 ) = gJ = g, es decir, la parte 
derecha. Recíprocamente, el miembro derecho significa que g = flk t, , 
de donde.  
g3kU 	(W.4 )1(1 = f31,(vd*U) = f*I = f; es decir, el miembro izquierdo. 
El resto de la proposición resulta del corolario de la proposición 1.1.4. 
Corolario: uí/ es la única función aritmética con la propiedad de 
inversión. 
Prueba: 	Si existe dse Dir(11) tal que si f = g*-tt implica que 
f*d =g entonces f lik eX = (g%u)10= gt(tilket) = g, para toda g Dir(11), 
pero esto implica que weo(=I si g(1) 	O de donde c= u-1  = 
Proposición 1.2.6. (Teorema de Mdbius) Sean 	co, Dje 
c(.3 	 ; S(11) 	> 	di  y s.= 	 a entonces 
MID D =1 3 
SI = 2LAm)s04) 
mErm 
Prueba: 
AM)S(M) = ZAM) 2= 0<1 =Z«1(E )'(M» 
M€14 	Mel 	MID 	1=1 — MID 
= 	= S'; 
D3=1 
en virtud de la proposición 1.2.1. 
Corolario 1. Sean Al,...,Ane 1M, y sea F: 	 C 
una función arbitraria. Entonces para cada AelM, se tiene  
EF (A E ) = AD)S(D) 
(A ,A)=1J 	DIA 
donde S(D) = E F(A,) 
DIA 	J 
Prueba: Tomemos 03 = (ArA) y c< = F(A ); entonces 
SI = 	S(D) = 	F(A,); como S(D) = O, 
(A— A)=1 01(AJ
,A) 
lario resulta de la proposición. 
si D X A, el coro- 
Corolario 2: Sean k un entero ;a1 y 
() 	() 	(J) 	(J) = 1(AJ l ...Aj k ); Al 	,...,Ak 	e IM, ijnj Si F: 
una función arbitraria, entonces, 
F(A9 )...4 ) ) EAD)s(D) 
donde la suma de la izquierda se toma sobre todas las k-plas que cumplen  





S(D) = 	 F(Al
) ) 
(J) 	(J) 	" Dim.c.d(Al  ,...,Ak ) 
(J) 	(J)%  Prueba: Tomando Dj = m.c.d (Al  ,...,Ak , y j  =  
el resultado se obtiene de la proposición anterior. 
Otros ejemplos de funciones aritméticas son los siguientes, donde 
el 	ek tomamosA=P1k 	PPEPyez.>1' ' j 
(1) 	 1f(A) = 
Si A no tiene factores cuadráticos,(A) =  
O 	si A = 1, 
(11) 	 n( A ) 
e1+e2+ ...tek si A 	1 
si A = 1; 
(111) 	 „t9 (A) . 
el.e2 	ek si A 	1 
(iv) Las funciones indicatrices de tipo euleriano. 
0(A) = 	
1  ; 
(A,B)=1 
113111:1A1 
Para cada r = 1,2, 	 
r(A) = 7— 1 (A,B)=1 
1B1=r 
(v) Las análogas a las funciones de Jordan. 
Jr(A) = lAlr -1 711 1  (1- 1 -1), 
r = 1,2,3,.... 
(vi) El análogo de la función de Liouville. 
1 Si A = 1, 
n(A) si A 1 
Dado que CI(AB) =n(A) + 0.(13); es claro que esta función es multi-
plicativa. 
(vii) La función que indica el número de divisores  
/(A) =Z1 1 
DIA 
O, más generalmente, para r = 2,3,... 
dr(A) = 	1 = A 
es decir, dr(A) designa el número de soluciones en el de Xl...Xr = A. 
Es obvio que '.1= d2. 
(vil') Cr(A) . 	IDI o, más generalmente, para t e C 
DIA 
crk A)= 1 IDIt = (lit 441U)(A) 
t 	DIA 
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Es evidente que al-(A) = 0-(A) y que T(A) = "¿I(A). Como IA1 es 
multiplicativa, resulta del corolario de la proposición 1.1.4 que 
todas las funciones f3(A) son multiplicativas; en particular --¿5(A) 
es multiplicativa. 
(ix) La función análoga a la de Mangoldt. 
1ogiP1 si A = Pe, PelP, e;11, 
A(A). 
O en la alternativa 
Como A(1) = O, A no es invertible y mucho menos multiplicativa. 
supongamos ahora que estamos en un semigrupo aritmético aditivo 
(M, B), definamos para r = 1,2 ..... las funciones 
Ir(A) = 	1  (A,B)=1 
a(n=r 
Para el semigrupo asociado (14,11); IAI = (1 '1(A) tenemos también una 
función 0r(A) definida en (IV), que cumple ?r(A) = O si r no es una 
potencia de q, sin que se tenga ir(A) = O. Por supuesto, siempre 
tendremos (lir(A). Ir(A). Esto muestra que debemos distinguir entre 
las funciones definidas seccionalmente en r. Cuando consideramos 
OM, "a), y las análogas definidas seccionalmente en r cuando conside-
ramos (M,11). 
Por ejemplo, si estamos en un semigrupo aritmético KM es con-
veniente considerar las siguientes funciones 




N(X) = > 	1 = > 	G(r) = > 	> 	1; 
1A1x 	rs....„;X rX IAI=r 
Tr(X) = > 	1 . ) 	P(r) 
PetP 	rX 
1P1r 
Mas si estamos en un semigrupo aritmético aditivo, es mejor considerar, 
además de a(r), las siguientes funciones. 
P(r) . 2111, 
Pc[P 
9( P)=T 




1 = > 	/Fl(r) 
PetP 	r<.X 
Con la ayuda de estas funciones empezaremos la obtención de propiedades 
de las funciones definidas de (1) - (IX). 
En primer lugar, usaremos el teorema de M8bius (proposición 1.2.6) 
para obtener expresiones en término de otras funciones aritméticas, 
para las funciones indicatrices de tipo euleriano y las funciones de 
Jordan. 
Proposición 1.2.7: Sea (%11) un semigrupo aritmético entonces  
(a) 0(A) => 	AD)N(IA/DI) 
DIA 
La expresión (a) es equivalente a la siguiente. 
(b) N(lAi) = 	 0(D) 
DIA 
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Prueba 	Si Dj = (A,Aj ) donde AjE:{Aj: lAj l<IAll y F(D3 ) = 1, 
entonces la proposición 1.2.6 nos dice que 
S' = 0(A) =/l(D)S(D) 
DIA 
donde 
S(D) = 	= 2E:= 
lAllAI 	DCJ  =A J 
DIAj 	195.1.1A/DI 
= N(IA/DI) 
Esto demuestra (a). La igualdad (b) resulta de la proposición 1.2.5. 
(fórmula de inversión de hebius). 
Corolario 1: Si UI= IN entonces 
/(a) = /..1)1 (d)(a/d) <>---obo. a = 	10(d) 
dla 	 dla 
para todo aelIN. 
Corolario 2: Si M =11(q;X) y la() = q Z(a) , entonces 
(a) 0(a(X)) = la(X)I 1 	1,M(d(I)l d(X)i 
dCnia(X) 
Esta expresión es equivalente a la siguiente. 
(b) la(X)I = 1 	0(d(X)) 
d(X) la(X) 
Prueba: N(la(X)/d(X)I) = 	2111 
c;Z(c).......d(a)-9(d) 
= q‘l(a)-.a(d) = la(X)Id(X)I 
Corolario 3.  SiM=11611= M(q,X), subsiste la expresión 
0(A) = IA1 TT(1-1P1-1) 
PI)' 
Prueba: Resulta de los dos corolarios anteriores y la proposición 
1.2.3. 
A 
Observemos que como 0(A) = 0(A) en el caso de un semigrupo aritmé 
tico aditivo, los corolarios 2 y 3 son válidos para 1. 
Proposición 1.2.8: Si PI es N o M (q,X) entonces  
=>  
DIA 
Prueba: De los corolarios 2 y 3 resulta que en ambos casos 
9 ="H. Luego 9-1 =u/14-11/11-1. Pero II es completamente multiplica ,*.  
tiva, luego por la proposición 1.2.4, 11-1  
Por consiguiente 0-1 = (1*(1/14.11), es decir, 
1-1(A) 	JUMIDI 
D A 
Corolario: Si 11 es tN o IM(q;X), entonces  
9-1(A) . TT(1-1P1) 
PIA 
Prueba: Resulta de aplicar la proposición 1.2.3. 
En virtud del corolario 3 de la proposición 1.2.7, vemos que 
J1(A) = 0(A) = 3(A), si TM es bien N o bien IM(q;X). 
Proposición 1.2.9: Sea (f11) un semigrupo aritmético entonces  
(a) 	Jr  (A).>D1AuM(D)1A/DIr 
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lo que equivale a. 
(b) 	IAIr = > 'J (D) 
DIA r 
Prueba: Como IAIr es multiplicativa la proposición 1.2.3 nos da 
> 	J4(D)IDI-r = 11- (1-1PI-r ) 
DIA PIA 
de donde 
lAlr 7(1-1PI -r) =>  ()4(D)IA/D1r= Jr(A) 
P1A 	 DIA 
La parte (b) de.la proposición resulta de la fórmula de inversión de 
La proposición anterior es válida en (1,11); pero en general, no 
se tiene 0(A) = ji(A), esto si ocurre, por ejemplo, si N(IA1). 1A1. 
Proposición 1.2.10: Sea (1,11) un semigrupo aritmético entonces  
1,(A) =>  Ja(G)G(r/ID1); (r= 1,2,3,...) 
' 	DIA 
141D1<:r 
si r >IAI entonces 
1r(A) =>  04(D)G(r/IDI) 	G(r/IA() =) 	1,(D) 
DIA 	 DIA ' 
Prueba: Resulta del teorema de Mblus 
Corolario 1: Si IM = N entonces  




Corolario 2* Si 14 = M(q,X) entonces 
Or(a(I)). >  "D)9[rild(X)11 
011a(X) 
1<ld(X)Iczr 
(r = 1,2,3,...). Si rz>la()I, tenemos 
Or(a(x)) =   if(d(x)q
Cia(X)/d(X)ii 
d(X)Ia(X) 	" 
si, y solo si, 
9[18(X)11.  J 	1,(Ci(X)) 
d00 la(X) 
Proposición 1.2.11: Sea (t1,Z) un semigrupo aritmético aditivo. 
Entonces. 
1(A) =2:1)4(D)G(r-D(D)), (r=1,2,...). 
' 	DIA 
Si r(A) entonces  
or(A) =Ztid(D)G(r- b(D)) 
DIA 
Si, y sólo si, 
G(r-í)(A)) =  
DIA ' 
Proposición 1 	.2: En un semigrupo aritmético (M,11) tenemos  
1 si A es un cuadrado 




su corolario)basta observar que, 
Prueba: Como >1(A) es multiplicativa (proposición 1.2.3 y 
?t(D) = 
DIP 
si e s 0 (mód 2) 
O si e E 1 (Med 2) 
pero esto es claro si consideramos la expresión 
1+P+ 	+ (Pe) = 1 + (-1)11(P)+(-1)()(P2) + 	+ (-1)(1 (pe) 
2 1 	(1)4(1)2 	meow 4. (-1)e  
Proposición 1.2.13: En un semigrupo aritmético (tM,11) tenemos  
= 1)(A)1 
donde 11 designa aqui el valor absoluto de un número complejo. 
Prueba: Como )1es completamente multiplicativa Xl(A)vq(A)MA) 
(proposición 1.2.3). Luego X 1 (A) =0. Si existe PeP tal que 
-1 P21A y ;15 (A) = 1 = [i/4 (A)] 2 = iii(A)1 en la alternativa. 
Proposición 1.2.14. En un semigrupo aritmético (U1,11) tenemos  
(a) 
G.- (pe)  
t% 
 
e+1 si t = O 
si t 	O 
   
  
wit(e+1)-1  
ipit _ 1 
    
e, 	et, 
(F(A) =iT (1+e,) = 73(A) si A  o 	j=1 
(o) 
Proposición 1.2.15.  En un semigrupo aritmético (M,11) tenemos  
er -1(A) = > 	iDit,"0,p(A/D) t 	DIA 
Prueba: Como IIt es completamente multiplicativa la relación 
- lit u implica que Ut = t 	* 	 La proposición resulta 
-1 entonces de queja. U . 
Corolario: En un semigrupo aritmético -(1M,I1) se tienen las rela- 
ciones 
(a) -15-1(A) .7--11(D),N(A/D), 
DIA 
(b) 1-,(A) = 	101,//(D),,(A/D) 
' 	DIA 
Proposición 1.2.16: En un semigrupo aritmético (1,11) tenemos  
5- (A) U- (B) = 	IDIt n(AB/D2) t 	t 	DI(A,B) 	L 
Proposición 1.2.17: En un semigrupo aritmético (tM,11) 
e 	e 
Si A . Pi1...Pkk y Pr(e) . card {( c(1,..., 0(r);  
= e] entonces  
dr(A) =T (Pr  (e1  ) 1=1 
Prueba: Basta observar que dr(Pe) =Pr(e), si 
Proposición 1.2.18: En un semigrupo aritmético (LM,11) tenemos  





Prueba: De ¡Al 	1P 1 1 e1   ...1Pk1 k ,  resulta log ¡Al =fe1log1P11; 
i=1 





L. z log 1P11) =1 m=1 
z: e log 11311 
1=1 
Definamos ahora una derivación en la C -álgebra Dir (ti) mediante 
la fórmula. 
f'(A) = f(A) log 1A1 
Que se trata de una derivación nos lo indica la siguiente. 
Proposición 1.2.19: Sean (IM,11)  11 Dir (1T) 
Entonces, si f, g e Dir(ti) se tiene 
(a) (f+g)' = f'+g' 
(b) (f*g)' = floug + firkg' 
(c) (f-1)' = -fimk(f0)-1, si f(1) 4  O 
Por ejemplo tenemos las siguientes fórmulas. 
(1) t.&1 (A) = log 1A1 
(11) I'(A) = O 
(111)A* = U' 
(Esta última en virtud de la proposición 1.2.18) 
Como aplicación del uso de esta derivación demostraremos enseguida 
la versión de SELBERG en un semigrupo aritmético. 
Corolario: En un semigrupo aritmético (11,11) se tiene la fórmula  
de (SELBERG). 
Ps.(A) log(A)A(D)A(A/D) = II,P(D)log2(1A/D1) 
DIA 	 D[A 
Prueba: Tenemos 
A*, u . 	 uu , 
o también As, u +Av/(A* u) = u"; multiplicando esta última ecua-
ción porjlobtenemos A +AA. u".11/1  que es la fórmula pedida. 
1.3- SERIES FORMALES DE DIRICHLET SOBREN. 
Una expresión de la forma 
	 f(A)1Arz 
A gl 
donde cada f(A) e C, se llama una serie formal de Dirichlet sobre N. 
Dos series formales de Dirichlet. 
f(A)psi —z; 	 g(A)1A1-2  
AerM 
se dicen iguales si f(A) = g(A), para todo Aettl. Por el momento 
dejamos de lado la posibilidad de que como función de la variable 
compleja z una serie formal de Dirichlet converja. Es claro, por 
otra parte, que los coeficientes f(A) de una de estas series definen 
una función aritmética fe. Dir(M), y, reclprocamente, una función 
aritmética f define una serie formal de Dirichlet: f(z).Zf(A) 
,Aelll 
De acuerdo con estas definiciones la aplicación f --o-f de Dir(M) en 
el conjunto de todas las series formales de Dirichlet es una Inyección 
28 
29 
para la cual se tiene f+g= f+g; 	 (>.e C). Además si 
f,g Dir(111,) entonces 
¿Jlig(B)1131-z)= >   f(A)g(B)1A81 
AGN BeE 
es decir f*g 	f.g, donde el miembro izquierdo no es otra cosa que el 
producto formal usual de dos series de funciones. En todo lo anterior 
están los ingredientes de la siguiente. 
Proposición 1.3.1: La aplicación f 	Tes un isomorfismo de  
e-álgebra entre Dir(M) y el conjunto de todas las series formales de  
Dirichlet sobre N. 
Si dado (M,I1) designamos con INI al conjunto liAl; Aall 1 , podemos 
escribir. 
'nz) = 21: 	f(A))r-z  
r elNi lAl=r 
mientras que si estamos en un semigrupo aritmético aditivo (11,Z) y 
*C5 (151) =3(A); A G DI j escribimos 
(z) = 	 ( 2:: f(A))q-kz 
k e 	(I) "i) (A)=k 
Teniendo en cuenta nuestra definición de derivada de una función 
aritmética f, hacemos corresponder a f' la serie formal de Dirichlet 
definida por 
7'(z) = -7- f(A)(log 
con lo cual tenemos evidentemente una derivación (formal) en la C-ál 
cebra de las series formales de Dirichlet. 
También es posible definir en Dir(M) y, por tanto, en la de las 
series formales de Dirichlet) una norma II II ,  mediante la fórmula 
[sur (IAI-1;f(A)1 0) si f .1 0 
( 0 	si f = O 
Es evidente que sup ( IAI-1; f(A) 1 0} = max tIAI-1; f(A) 1 O] , pues 
existe mm (IAI; f(A) 1 0} como sub conjunto de N. 
Como este mínimo es .›. 1 entonces siempre 1111<1. Subsiste entonces 
la siguiente. 
Proposición 1.3.2: La norma II II es una valuación no arquimediana  
sobre Dir(IM). Es decir, 
(a) 1111>0; Ilf11 = O si, y solo si, f = O 
(b) 11f91911 = 1111-1101 
(c) IlfI911.1Z max {1111,  11911} 
Prueba: Es mas cómodo trabajar con 
<f> 
	{ mm n tIAI: f(A) 1 01 si f 10 
CO 	Si f = O 
(donde formalmente hemos tomado 0 = ocr1). La propiedad (a) resulta 
del hecho que <f> ?,,1 si f 1 0, Por otra parte, si f(A)+g(A)1 O 
entonces f(A) y g(A) son ambas distintas de cero, y, por consiguiente, 
IAI es mayor que <f> y que <g> , y, con mayor razón, que 
mint5f>,<C4. Esto demuestra (c). Para demostrar (b) trabajaremos 
en el álgebra de las series formales de Dirichlet, observando que 
IAI-z .h(z) corresponde a una función aritmética definida por h (-,)=1 
30 
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y h(B) = O para B 	A. Por otra parte, basta considerar sólo el caso 
en quefiOyg+ 0. Sean, pues, Al,...Ar los elementos de 1M que 
cumplen 1A11 .<f> y 81 ,...Bs los que cumplen 1Bil =<g> (que apare 
cen sólo en número finito en virtud de (111) de la definición 1.1.1. 
Si P1''..Pn son los primos que dividen a alguno de los A o los B en-
tonces las series 1A11 -z,...,1Ar l - 16s 1 -z están en la sub- 
álgebra u4,generada sobre C por las series 1Pkrz (k =  
Si definimos IPk 	Xk obtenemos un C -isomorfismo entre cilt y 
C [:.(1,...,Xn], donde las X1,...,Xn son algebraicamente independientes 
sobre C . Luego [ 8 je4es  un dominio de integridad y, por consiguien 
te las series 
7 
	 f(A1)1A11 -- y > 	g(8.3 )1B3 1 -z  
1=1 j=1 
que son diferentes de la serie nula, tienen un producto no nulo. 
Esti:implica que f(z)g(z) 	(f5Kg)(z)0 y que 
<fskg> =<f><g> 
Corolario: Dir(tM) es un dominio de integridad. 
Proposición 1.3.3: Dir(M) es un anillo factorial. 
Prueba: Consideraremos dos casos. (a) P es enumerable infinito. 
En este caso M es algebraicamente isomorfo a IN lo que implica que 
Dir(M)1-zDir(IN). Pero un teorema de Cashwell y Everett [9] nos dice 
que Dir(N) es ya un anillo factorial. (b) si P 	í Pi 	,Pn 	es 
finito, entonces por la correspondencia 1P11-z-------e— X1' donde las X 
son algebraicamente independientes sobre C , obtenemos un C-isomor 
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fismo de álgebras entre Dir(M) y 	[[X1,...,Xn]] 	(el álgebra de las  
series potenciales formales sobre  C en las indeterminadas (X1,...,Xn). 
La proposición sigue entonces de que esta última álgebra es factorial 
[9]. 
Proposición 1.3.4: Dir(M) es un espacio topológico completo con  
respecto a II II 
Prueba: Sea f1,f2,...,fn... una sucesión Cauchy en Dir(M); es 
decir, una sucesión para la cual, dado E >O existe un entero M( E ):>0 
tal que Ilfm-fn lic- E si m,n 	E ). Esto equivale también a lo 
siguiente: 
fm(A) = fn(A) para todo A que cumpla 1A1‹:1/E , si m,n;? M(6). 
Como E es arbitrario y, por tanto 1/E. puede tomarse tan grande 
como se quiera; lo anterior implica que dado Aell, la sucesión 
es constante a partir de un cierto subíndice M(A), 
Sea f(A) este valor constante, de modo que fn(A) = f(A) si n;?IM(A). 
Como fM(A); 1A1<z1ia es finito, podemos considerar su máximo Mo(E ). 
Luego, si 1A1‹14, , entonces fn(A) 	f(A) si n;l1M0(E ). Es decir, 
para n>M0( E ), fn(A) 4  f(A) sólo si 1AI-1z , o lo que es lo mismo. 
1 Ifn-f i 	si n..›.M0( 	). 
co  
Es fácil verificar que una serie 	fn es convergente con respec- n=1 
to de 11 II si, y sólo si, 	 cuando  
Conectado con la convergencia con respecto de 11II  está el sicuien 
te concepto puramente algebraico: Sea f1'f2".., una sucesión oe 
elementos de Dir(M) tal que, para cada Ae[M, fa(A) 	O para a lo sur3 
un número finito de índices n. Una tal sucesión se dice una serie  
seudoconvergente, definiendo su suma por la relación. 
op 	oD   no 
f = 	 f (z) = 	 (7- fn(A)) lAr .1 	
z 
n 	n 	n=1 n 	AeLM n.1 
cO  
que es un elemento de Dir(M), pues 	f (A) es de hecho una suma 
n=1 n  
finita. 
co  
Proposición 1.3.5: ¿Lf es seudoconvergente si, y solo si, n n.1 
fn es convergente con respecto de 11 11 
Prueba: (a) ( c=  ) Supongamos que la serie sea convergente con 
respecto de 11 11, o lo que es lo mismo que 	 Entonces, 
como en la demostración de la proposición anterior dado Aell, existe 
un entero positivo IM(A) tal que fa(A) = O para n;11M(A); esto demuestra 
que la serie es seudoconvergente.(b) ( 	=c 	) Recíprocamente, si la 
serie es seudoconvergente, y teniendo en cuenta que fill(A): 	141 
es finito, al tomar P1( E ) = máx tli(A)• 1A1c1/q, vemos que para todo 
A que cumpla lAkz1/E , fa(A) 	O si n>M1( ); es decir, lifn11---1-0. 
co  
Corolario: Si g e Dir(11) y 	 fn es seudoconvergente entonces  aD 	 n.1 
	 (9fn) es seudoconvergente y n.1 
00 	e0  
g*f = g*>  f 
n.1 n 	n.1 n  
c0 
Prueba: La serie )7- g*f es seudoconvergente pues n=1 	n 





h =2 g*f 




= z.( 	( *fn)(A))IAI-z  
A elM n=1 
co 






n=1 n  
c0 
puesto que 	(glkfn)(A) es una suma finita. n=1 
Proposición 1.3.6: f,e Dir(IM) es invertible, sí y sólo si, 1111=1. 
Prueba: Por la proposición 1.1.3 sabemos que f es invertible si, y 
sólo si, f(1) i O. Pero esto es claramente equivalente a decir que 
1111 = 1. 
Corolario: Para 11 11. Dir(1) es un anillo de valuación discreta 
completo. 
Prueba. Un anillo de valuación discreta es un anillo entero, con 
valuación no arquimediana que satisface la condición establecida en la 
proposición 1.3.6. La completez ya la demostramos en la proposición 
1.3.4. 
Lema: En Dir(M), si 111111‹:1 se cumple las siguientes propiedades  
(a) La serie geométrica  
1+h+hilh +...+(holh* 	[r veces] +... converge y su suma  
es 1/1-h. 
(b) (hish ...*h) [rvece1] (A) 4  O para a lo sumo un número finito  
de Indices r. 
Prueba: En primer lugar observemos que 111-h11 = 1, de modo que 
1-h es invertible (proposición 1.3.6). Luego 
11 	1 	,-(1+h-1... (h›...*h)[r veces] 11 = 
1-h 
( _,Drhr+1 
- 11 	1-h 	
_ i lhi lr+1 
que tiende a cero cuando r---p-co(en la topología usual de los números 
reales). Esto demuestra (a). La parte (b) es una consecuencia de la 
proposición 1.3.5. 
Proposición 1.3.7: Si feDir(M) es invertible entonces  
f = f(1) [1 -1 hi , donde 11h11<:1. Además,  




(-1)r [h(zU r 
Prueba: Como H = f - f(1) cumple H(1) = O, entonces 111111‹::1 
esto hace que h = I--)H. también satisfaga 111111<z1. Luego f 
f(1) 
puede escribirse como f(1) [1 	h] , con 11h11‹:1. El resto de 1¿ 
proposición resulta del lema. 
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Consideremos ahora una sucesión de funciones aritméticas de la 
forma fn = 1+Fn con liFn wzi, y supongamos además que 	Fn es una n=1 
serie seudoconvergente. En este caso decimos que W f es un producto 
n=1 n  
seudoconvergente y definimos su producto mediante la expresión. 
co 
-IT f . 9. V (z) 
n.1 n n=1 n 
r 
= 1 + > 	( > 	7 F (B ))1Arz 
Aell 131 Sr= m 	1 
Ai1 	r1 
r- 	1 
Observemos que esta expresión define un elemento de Dir(M) pues, 
r 
	
h(A) = ? 	7 F (B) 
13 13 n=1 ni 1 — r 1 
r-_>--1 
r 
. > 	( 7--  7 Fn  (B1) B1...Br =A n >1 n 	1 1---- 	1 
r>1 
es una suma finita y define, por tanto una función aritmética h. 
Proposición 1.3.8: Sea TTfn un producto seudoconvergente. 
Entonces. 
N 
lim 	1T f = h según la norma 11 11- 
n---,IDD n=1 n  
Prueba: Es claro que 
— N 	 N 
1 +[ 
 	 ,n 1 
r 
. 1 + 	? 	Tr F (B 1  ) =1 	n Bi...Br = A1 	1 
1;1-1.1< ...<nr< N 
36 
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donde las Q7 son las funciones simétricas de F1 	FN 	Luego 
N 
gN(A) = h(A) - TT (1+F )(A) 
n=1 	n  
= 	 TT F 	(B ) 1=1 	n B1 ...,Br=A 
<...<11r-c N, dr) algún ni>N 
Por otra parte sabemos que existe un entero M(A) tal que F (B ) = O nl  1 
para todo B IA, si n->M(A). Si tomamos N;aN(A), es claro ahora que 
1-- 
g(A) = O si N;aM(A). Por consiguiente, siE z, O podemos considerar 
el conjunto finito (M(A): lAkz 1/1,1 y, por tanto, su máximo 
M = máx (M(A)). Luego si IAI<z1/E , entonces gN(A) = O si i‘l>111; es 
decir, W>IM, gN(B) 	O sólo si lAlt.1/¿ <: IBI, lo cual implica que 
	
119ryl1 	máx 	9(B)+ 	E. 
Observemos que no estamos afirmando que si un producto de unidades de 
Dir(M) converge para la norma II II, este producto sea convergente. 
co 
Proposición 1.3.9: Si TT f, y iT g, son productos seudoconver- 
n=1 " n=1 " 
gentes, también lo son 
(f 1gn) Y 4? 	f
-1 
n=1 	 n=1 n  
donde f-r11 es el inverso de Dirichlet de fn. Además  
fn(z)9n(z)
rcj 
fn(z)1 Mr" gn(z1 n=1 	 n=1 	n=1 
f  
Ln=1 ni 	ni 1=1 n  
Y 
Prueba: En efecto 
fn = 1 + Fn con lIFnIIczi 	 es seudoconvergente n=1 n  
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gn = 1  + Gn con IIGn11<c1 es seudoconvergente n=1 
 
fn*gn = (1+Fn)*(1+Gn) = (1+Fn)*1+(l+Fn)*Gn 
. 1+F+G+FkG n n n n 
00 	o° 	 co  
ahora bien, como 2:1 F„, 	 G, son seudoconvergentes 	 FnGn es n=1 " n=100" 	 n.1 
seudoconvergente así, pues,ry +G +F G es seudoconvergente, por otro n_in n n n 
lado, 
11Fn+GR+FnGr111.5.;max {11Fr111, 11Gn11,11FnGn11 
< 1 
co luego, así, Tr fkgn es seudoconvergente . n.1 
co Probemos ahora que Tr- f-1  es seudoconvergente. 
n=1 n  c0  
Supongamos que f-1 = 1 + Gn con 11Gn11<1 y 	 Gn seudoconvergente. n.1 
Veamos quien es Gn' sabemos que 
-1 1 = fn * fn = (1 + F)»(1 + Gn) = 1 + Fn + Gn + FnGn 
de donde 




Fn-  Por tanto, f 1n = 1 Fn+1 
Por otro lado 




Luego así f.ill  es seudoconvergente. 
De las fórmulas co , 	co f -1 para TT rngn y TT n n=1 	n=1 




n=1 fngn = M f )( TE gn)  TI n=1 n n=1 
Y 
CAPÍTULO II 
LA FUNCIÓN -17 DE RIEMANN DE UN SEMIGRUPO ARITMÉTICO 
CAPITULO II 
LA FUNCION 75- DE RIEMANN DE UN SEMIGRUPO ARITMETICO 
En el presente capitulo estudiaremos la llamada función 3 de 
Riemann de un semigrupo aritmético, la que es de utilidad en la obten 
ción de fórmulas y valores promedios para las funciones aritméticas. 
Empezaremos el estudio de esta función en cualquier semigrupo 
aritmético, particularizándola luego al semigrupo 11(q,X) de los palmo 
mios unitarios de F 
Escribiremos también una serie de fórmulas que nos relacionarán 
las funciones aritméticas vistas en el capitulo I con producto de 
funciones 7de Riemann. Finalmente, daremos condiciones necesarias 
y suficientes para expresar una función aritmética como producto 
finito o infinito de funciones 3. 
11.2- LA FUNCION 30E RIEMANN DE UN SEMIGRUPO ARITMETICO. 
Si IM es un semigrupo aritmético, definiremos a 
(1) 3 (z)= >  lArz 
AEAM 
donde 






como la función 3-de Riemann de N. 
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Proposición .1.1: La función 7rsatisface un producto de Euler. 
3-(z) .if  (1-1P1 z ) -1  
P P 
el 	ek 
' Prueba: En efecto si A . P1 Pk  • PeP'  entonces 
42 
Tí (1-IPI-z ) -1  
pEp 
= TF ( 	1 7) 
PEP 
= 	 lArz = -5- (z) 
donde hemos usado la expresión formal 	n 2X = 1/(1-x). 
Corolario 1: 
-5- (mz) . 7(1- wi-mz)-1 
PeP 
Corolario 2. Si N = N(q;X), entonces 
	
(z) - 	1, 	' 
N(q,X) 	1-q1-z 
que converge como función de z si Re(z)>1 
Prueba: De (1) obtenemos 
(z)  
11(q;X) 	r.1 IAI=r 
= > 	1 )r-z  
r=1 eig(A). 
co = 37( 2-1 gq-rz 
1-"70 	(A)=r 




ahora bien esta serie converge absolutamente si 
1q1-z 1 = 411-Re(z)<.:1  
es decir si Re(z)>1. 
Definición 2.1.2: (a) una función fEDir(M) se dice primo indepen-
diente si para todo P1'  P2 elP y r>1 se tiene 
f(r) = «19 
(b) Una función feDir(M) se llama primo independiente multiplica-
tiva  (abreviado PIM) si ella es Primo independiente y multiolicativa. 
Ejemplos: 
(1) La función Z7= d2 es primo independiente multiplicativa. 
(2) Sea frE Dir(11) definida por 
1 si existe BEtM tal que Br = A 
fr(A) = 
0 en la alternativa 
donde 
si k = mr para algún metN 
43 
fr(pk) 
O en la alternativa 
Claramente se ve que f es primo independiente. Además si (AB) = 1, 
e, 	e rf, 	f, 
fr(AB) = fr(P1 '•..Ps5.01 '..0t 	O si algún e1)  f no es divisible j 
_por  r y fr(AB) 	fr(A)fr(B) si todos los el,fj son divisibles por r 
luego fr es PIM. 
Proposición 2.1.2: PIM(M) es un subgrupo multiplicativo de  
Dirx(M);donde DirX(114) es el conjunto de funciones invertibles de 
Dir(M). 
Prueba: Como I e PIM(11), vemos que este conjunto no es vacío. 
Sean ahora, f,g€PIM(11) y tomemos 
PP2 el() y r:›1, de modo que: 
(fAg)(pri) . 1z - f(p15 )g(pri-k )  
.0 1  
›r: 	 f(pkI,,,r-kl  
k.0 2"1r2 I 
--(filig)(P1) 
es decir fyLg €PIM(M). Finalmente, si f PIM(6,1), tenemos para r = 1. 
O = (filf -1)(P ) = f(1)f-1  (P1  )+f(P1  )f
-1  (1) 1  
. f-1(P1 ) + f(P1 ) 
además 
O = (f*f -1)(Iy = f(1)f-1(p2) + f(P2)f-1(1) 
-1 = f, (p2) + f(P2) 
44 
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de donde f -1(P1  ) 	f
-1  (P2), pues, f(P1) = f(P2) por hipótesis. 
Supongamos ahora que f (Pi) = f (P2) con jr y demostraremos para 
r+1 	r+1 Pi 	y P2 	Tenemos 
1 r+1 	r+l-k -1 k 
	
O = (f*f-1)(P7') = > 	f(Pi 	)f (Pi),  
k.0 
5t 	r 	 t 




1 "--)(f- 1  1( P- ' 
k 
, 2 k=0 	2 	 2) 
es decir, 
f(1)f-1(Pri4.1) = f(1)f-1(P12.41), 
r+1-k k 	r+1-k -1 pues, «Pi 	)f(131) f(P2 	)f (P2k ) si k = 0,...r, por la hipótesis 
de indleción. Luego f-le.PIM(M). 
11.2- RELAC ION ENTRE LA FUNCION "Y Y LAS FUNCIONES ARITMETICAS. 
Empezaremos por verificar que algunas funciones aritméticas pueden 
expresarse como producto de funciones 3' facilmente se puede observar 
que 
171 = 	(z) = 
pues, ii(z) = >li(A)1Arz = 	 lArz =77(z) 	(1) 
Proposición 2.2.1: 	Sea IM un semigrupo aritmético entonces  
L, 
(a) 	14(z) . [3-(z)] 1^ En particu1ar,R7(z) = [77(z)] 2  
= 1/5(z) 
(c) 	71r (z) .75(rz) 
(d) 1.(z) = [5(z)] 2/ 3(2z) donde d(A) = 214(A) 
(e) t5\(z) = -5(2z)/ 77(z) 
(f) Ys(z)= 3-(z).3(z-s) 
(9) V(z) =  
(h) 	> 
Ne1111 
[d9(A)] 2IAI-Z  
(I) 	7S(z)  
Prueba: (a) verifiquemos que uwu 	= d2. Como tanto uwu romo 
son multiplicativas, basta verificar que 
(uviu)(Pe) =-17(Pe). Pero 
e + 1 Y 
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(ulu)(pe) >11 u(pk )u(pe-k)  
1(.0 





por tanto ‘d-2(z) =iis(z -ti(z) = [-5-(z)] 2, en virtud de la proposición 
1.3.1 y (1) mas generalmente; 
	
[77(zT = (> im-z)r = 	 ( > 
AE-111 	A€111 B / ...Br=A 1  
= 	 ( 
>-z 
IA1 ) =? 	( > 	1 )IA1-2 
AE-11 B1...Br=A 	A1 B 	Br  =A 
= ZA„,(A)lArz = ‘-d  (A) 
A€111 
(b) Comoi4= u-1, y -ti(z) = -15(z) resulta que ).-7(z) = 
(c) = 7 (z) = > 	f (A)IAI-z . ir- lArrz r 	r 	AMA r AEIIM 





(d) Es claro que d* E1PIM(M). Si do¿e(f2 coincide con t'en las 
potencias de primos, tendremos que d444f2 = -G. Veamos, pues, que si 
coinciden 
(dmiltf2)(pe) = 4f2(pk)0,1(pek) 
e-1 	I, 
= f2(Pe) + 2 rf2(r) K=0 
_ (-1)e+1 	 e + e = el1 
2 	2 
Por consiguiente 
dl(z) = [3.(z] 2/3(2z) 
(e) La identidad resulta si demostramos que ›oltu = f2, pero, para 
ello basta verificar la anterior igualdad en las potencias de primos. 
Como 
e 
( >oto (pe) =  
k=0 
si e es par 
O en la alternativa 
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podemos así concluir que ‘5,(z) =3(2z)/~5(z). 
(f) En el capitulo anterior verificamos que 1194  .ws por consi 
guiente 
‘:(z) = ristzííi(z) = --s(z)fls(z) 
pero 
ns(z) =) 	lAl s IAI -z 
 
= >lAls-z =3"(t-s) 
Aeti A € 1M 
de donde lo pedido. 
(g) En la proposición 1.2.7 verificamos que 
ahora bien, 2 	 N(IA1)1Arz = 2  (2 	21:1 )IAI-z  
AEIM rIAI  BI=r 
oo 
= 	 Z (2111 	2  1))n-2  
n=1 lAi=n r1A1 181.r 
	 i)n-z 
rh-rTIAI=n N;r1 181.r.  
Go 7- N(n)( 2   1)n-z  
IAI=n 
= 	n(n)G(n)n-z  
n=1 
de donde obtenemos el resultado pedido. 
(hi Como d2 = u*u y uePIM(11) es claro que d2 y por fuerza 4 
pertenece a PIM(M). Verifiquemos que d2*F2 	d4' Basta verificar 2  
esta propiedad en las potencias de primos, pues estas funciones son 
multiplicativas. En efecto 
48 
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d4(pe) 	 3 
(e+1)(e+2)(e+3) 	+ 3:) 
6  
f2(Pe) . 	 e + 1 2 
Pero 
2 	e ¡A 0 = 	fpk,A2(ne-k, 
1"2 1 2mr 	 '2' 1u2"- 	' 1(4 
(- )_114-11 (e-k+1)2  
k=0 [ 2  
=1/2[ 11(-1)k(e-k+1)2+ L(e-k+1)21 
k=0 	 k=0 
. 1/2 [(e+1)(e+2)(e+1)(e+2)(2e+3)  
2 	- 	6 




(:e + 3 ) 
3 
‘*2 Luego d2(z) = 1J14 (z)/1"2(z) 
=[5-(z) 4/-9(2z), en virtud de (1) 
(1) De la proposición 1.2.19 obtenemos Alku . u', por tanto 
=11 (z) es decir ›S(z) 	- 77kz)/751z). 
Ahora si definimos la función aritmética qreDir(IM) por 
1 si A no tiene divisores de la forma Brí 1 
qr(A)  
0 en la alternativa 
podemos ver que qr*fr = u; en efecto q es multiplicativa y por tanto 
lo es qrlsfr, y basta en consecuencia, verificar la anterior identidad 
en potencias de primos. 
Así tenemos pues, 
1" 
I n mf 1/pel 	 q (pk)f (pe-k )  
r r" ' r 	r 
e  . 1  
k.1 r 
ya que entre los exponentes Pe,Pe-1 	Pe-(k-1) solo hay uno divisible 
por r. 




Comparando los coeficientes de q-kz en los resultados anteriores 





= 	a2k_a2k-1 > 	1(A) = 1 k 
(A)=k 
si k;a1. 
	 t(A) = qk(ciS(k+1) 1)/(qs-1), k=0,1,2 
Z(A)=k s  
Proposición 2.2.2: En IM(q,X) obtenemos las siguientes expresiones 
para las funciones aritméticas 
(a')  
(b')  = 
k+r-1 
qk, 	k 	= 	0,1,2,... 
r-1) 





( c ' ) 	 f,(A) = O si k t 0(mod r); q si r/k. 
a(A)=k 
(d') .77_ d,(A)=(k+1)qk-(k-1)qk-1  si k>1; 1 si k -, O 
"a(A)=k 
> x(A) = ( _i)kaBk+1)/23 , (e') k = 0,1,2 ..., donde [X] 
designa la parte entera del número real X. 
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2 	 4 > 	  [d,(A)] = 1 si k=0; (3)q si k = 1; 
Z(A)=k 
k k + 3 \ (k + 1 
\ 3 / 	3  
	 "(A) = O si k = 0,(log q)qk si k1 
c)(A)=k 
SI k;a2 





Empecemos recordando que 
1  
b(A)=k 	1-q1-z 
de aquí podemos deducir directamente 
D 7A;:k 
	= 1 - qi-z  
pues, 	 Así obtenemos directamente (b9 
Recordemos además que 
Z. 00) = (k4-1)qk 
Z(A)=k 
pues da= u 
Demostremos ahora 
(a') Como Icr(z) = (75-(z))" obtenemos 
= r:Dikci-k9r 2:=Id (A )g-kz 
Z(A)=k r 
= k -kz q 
k=0 	r-1 
Así 
(k+r 	qk -1) 211d,(A) = 
D (A)=k1 	r-1 
Podemos ver claro que tanto (c') como (j') se derivan directamente 
de las aefiniciones de fr y qr. 




> 	(A) >  (>  041(A))q-kz  
Z(A)=k k=0 
-kz 	 ,. 	-2z. -kz = 55k+1)q   ki-qq )q 
k=0 	 k=0 
opo  -kz 	 (k+1)qk  (1-qq-2z)  
k=0 
haciendo ak = (k+1)qk y bk 
obtenemos 
Ck 
= (k+1)qk - (k-1)qk-1 
Así pues, 
	 dl(A) = (k+1)qk-(k-1)qk-1  
(A)=k 
L- 
(e9 Sabiendo que 	 (z) =-5-(2z)/75-(z) = f2( ) ( ) 
tenemos 
OD  ( 	(A))q-kz _:1°  (qkci-2kz )(1_ qq-z )q-kz 
K=0 	(A)=k 	 k=0 
k+11 = 	 ( _ 1),c1-2-11,-kz 
K=-O 
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1 si k 	0 
-q si k = 2 
O si k = 1 y k;?.2 
q -1 
71 5-(A) = q 
a(A)=k s  p
s(k+1)..1  
por tanto 
de donde obtenemos que 
k Ek+11 
= (-1) 0=2-1 
-(5(A)=k 
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yl-  qk -k(z-s) 
k=0 
co 	oo = zqkq-kz)----.qk(l+s)q-kz 
k=0 	k=0 
oo ,--- qkqk(1+s) -kz 
k=0 
de donde, por el prodicto de Cauchy 
ak = qk y bk = qk(l+s) 
Obtenemos 
oo k 	gis _ k 
Ck = q L— 	- 
1=0 
[qs ( k+4)_1  
q -1 	 
(gi) Sabemos que 1 =14;111 y que 
Li(z) 5)7(z) fl (z) =3(z-1)/3-(z) 
ahora tenemos 
z== 0(A) = 519- ( T-  
(A)=k 	k=0 (A)=k 
00 z 1(1_qq )41  -Z,2k, -kz 
k=0 	
ig • 
haciendo ak = q
2k y bk 
obtenemos Ck = q
2k - q2k+1 
As! 
1 sik=O 
-q si k = 1 
O si kly..2 
2110(A) 	q2k_q2k-1 si k;11. 
D(A)=k 
-2 (h') ComoL  d2(z) 43-(z).1 /3- (2z) y por (al) sabemos 
°--) 74(z) =  
k=0 " 
- 
_ oL) (k + 	3)qkcl  -kz 











(k + 3 \ 
haciendo ak 	 y bk 3 j 
1 si k = O 
-q si k = 2 














>  (d,(A))2 
. q
k "( k + 3\ 	
3  
q _ / k + 11 
[(k + 34 
	
[ 3 	\ 3 / 	... \ 
3 
a 4. l'\ k-1 
Donde además hemos supuesto que ( r ) = O si r:›k. Este resultado es 
verdadero para k;.?.2, ya que sl k 	OJI(d2(A))2 . 1 y si k = 1, 
nd2(A))2 = ( 4 ) q. 
3 
(0 Por un lado tenemos que 
L, 
(z 	z)  
3-(z) 
pero 	 =-10g Gic5C)  kqkq-kz 
k=0 
de donde obtenemos 
(   A(A))q_kz = log q>  kqkci-kz(i_gq-z) 
k=0 	(A)=k 	 k=0 
1 sik = O 
haciendo a =kq y bk -q si k = 1 
O si k 
obtenemos 
Ck = q
k para k O 
Es decir 
   
 
O si k O 
(logq) qk si 
    
As1 
A(A) = (log q)q 	si k ..>1; O si k = O 
(A)=k 
11.3- CONDIdONES NECESARIAS Y SUFICIENTES PARA QUE UNA FUNCION 
ARITMETICA PUEDE EXPRESARSE COMO UN PRODUCTO DE FUNCIONES 5 
Consideremos cly]] el anillo de las series formales de potencias 
en la indeterminada Y y coeficientes en C. la,aplicación 
A: PIM(151) 	C [[Y]l 
^ co 
definida por 	 f----..- f = 71: f(Pr)Yr; donde P es un 
r=0 
primo fijo, es un monomorfismo multiplicativo. En efecto: 
00 	 CD  AA 
	
f g = ( 	f(pr)y, )( 	g(pr)yr)  
r=0 	 r=0 
oo omo = > 	> f(pr )g(pr-i)yr 
r=9 1=0 
=f*-9 
Supongamos ahora que 'f'= /1.i, de modo que 




pero esto implica que f(Pr)-g(Pr) = O para todo r0, y para todo P 
pues tanto f como g pertenecen a PIM (II). Por tanto, f = g. 
Consideremos 4[11]] el subanillo de CY1 de las series formales 
de coeficientes en 1. Una serie g €1[[Y]] se dice racional c iclotómica  
si g puede expresarse como un producto de polinomios ciclotómicos o 
inversos de éstos, donde un polinomio ciclotómico es uno de la forma 
9m(y) = TT (Y- o< ) donde °I , o< son las 'distintas raices m-ésimas de 1 i  • • - 3 m 1 
la unidad y li(Y) = 1-Y. si  g es de sólo polinomios ciclotómicos, 
decimos que g es entera ciclotómica en  
Definición 2.3.1: Una función feDir(M) se dice que admite una 
,.... t.... 
-5-fórmula finita si f = f(z) puede escribirse como producto finito de 
funciones de la forma 3-(mz) 6 inversas de éstas. 
II 
Proposición 2.3.1: Una función aritmética f EDireM) admite una  
5-fórmula finita si, y sólo si, f ePIM(11), / ? es racional ciclotómica. 




donde m 1  >O, k entero. Como -5-.
(m1  z) = 'm (Z) vemos que 1  i 
c, co co m,r f = > f (prwr = > y 1 = 1 resulta 
 m1  1 1, m ' m1 r=0 1 r=0 1 - Y 1 
que 
^ n nk n m -k 
f = TT f 1= Tí (1-Y 1) 1  
1=1 mi 1=1 
-k 
i dm 1 
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donde hemos usado 1-Ym TT d(Y) 	(Ver por ejemplo [9]) es decir dlm 
es racional ciclotómica. 
Reciprocamente, si fePIM(111) y, di' es racional ctclotómica con 
/f=Tr[flin 1 
entonces la fórmula usual de inversión de los polinomios ciclotómicos 
(ver [8] ), implica que 
7(z)iT Ti- (1-Yd)/(n  i)/dri 
dini  
donde/Mes la función de Mbbius en 1. Por tanto 
7(z) = TTTT [3(dz)]74(nild)ri 
i din, 
lo que significa que f admite una 77- fórmula finita. 
Corolario: Si fEEPIM(M) )1. 7ei[Y], entonces f admite una71-fórmula  
finita si, y sólo si, l'es entera ciclotómica. 
Prueba: Supongamos que ge111 es racional ciclotómica, como 
podemos suponer que g = h1/h2, donde h1,h2 son enteros ciclotómicos 
primos entre sí, vemos que hl  = g h2, y como Z[51] es anillo factorial, 
vemos que necesariamente g es producto de polinomios ciclotómicos y, 
por tanto, entero ciclotómico. Haciendo g = .7 obtenemos el corolario. 
CAPÍTULO III 
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CAPITULO III 
ORDENES PROMEDIOS DE ALGUNAS FUNCIONES ARITMETICAS 
El comportamiento de una función aritmética puede ser irregular 
para valores grandes de 1A(X)1, donde A(X)ell(q;X). Por ejemplo, si 
consideramos la función 15(A) podemos observar que ésta toma el valor 
2 una cantidad infinita de veces, precisamente en cada elemento de W. 
Pero también alcanza valores tan grandes como se quiera cuando A(X) 
admite un número arbitrariamente grande de factores que estén en IP 
(recordemos que CP tiene un cardinal infinito enumerable). Algo pareci 
do sucede con otras funciones aritméticas, en cuyo caso, el estudio de 
la media aritmética de una función f, es decir, la función 
(1) ?(t) 	1 	> 	f(A(X)) = 	1  f(A(X))), 
Z(g;t) tkearm z(cbt) 	=0 Ilik(x)--k 
040DA(X)“ 
donde Z(q;t) - (1 - qt-1-1)/(1-q) designa al número de elementos dell de 
grado .5,Z t, puede resultar provechóso, porque estos promedios moderan, 
en general, las fluctuaciones de f y es entonces razonable pensar qué 
f. 
f tenga un comportamiento más regular que el de E. Lo usual en estos 
casos es estudiar este comportamiento comparando f(t) con otra función 
g(t), de comportamiento conocido, que le sea asintóticamente igual  
cuando t-->aD, es decir tal que lím f'(t)/g(t) = 1, en cuyo caso decimos 
que el orden promedio de f(t) estZ. 
Nuestro propósito en este capítulo es determinar el orden promedio 
de las funciones aritméticas estudiadas en el Capítulo II. 
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(3.1) La siguiente notación 
(2) z(cis;t)
t 
(cis)k _ 1 - qs(t+1) 
fc=d 	1 - qs  
nos facilitará la expresión y manejo de algunas fórmulas y rela-
ciones. Claramente cuando t-->co , la expresión (2) diverge a 
infinito y su comportamiento es el de la serie geométrica de 
razón qs. 
Si r(x) designa a la función gamma o factorial, el siguiente 
desarrollo, consecuencia del teorema de Stirlíng, es muy conocido: 
	
(: k r+r-1 	
kr-1 
-1 	r(r) s= 
kr-s-1  
donde las cs son constantes positivas [6,xv]. en particular, 
para p = r - 2 obtenemos 
(3) 
1,r-1 = 	(c k2 4. ;)  
r(r) 	1 + cr-2k)  + 0(1) 
Proposición 3.1.1. El orden promedio de jles cero cuando t--co 
Prueba. De (b'), proposición 2.2.2, resulta inmediatamente 
(4) 	Tjk(A) = 1 - q, 
de donde 
,144(t) 	1 	\d> 	JÁ(A) 	
Z(cr,t) 	9(A)<. t 1-qt+  
63 
como 	 O cuando t---idoo , obtenemos nuestro resultado. 
Observemos que (4) resuelve nítidamente el análogo de la 
conjetura de Mertens [4] en E (' [X], pues nos dice simple y llana-
mente que el orden de magnitud del miembro izquierdo de (4) es 
precisamente la constante 1-q. 
Proposición 3.1.2. El orden promedio de 9„ es cero cuando t--
Prueba: De (e') proposición 2.2.2, tenemos 
(5) 
k"1 >  ( > 	= 	 (-1)k  q 
k=0- 9A=k 	k=0 
f 1 - q
(t+1)/2 si t es impar 
1 	 sí t es par, 
Luego 
1-q)/(1-qt4-1) 	sí t es par, 
1-q)/ 1-q 	si l t es impar, 
-expresión que define una función de t que tiende a cero cuando 
t —> On . 
Observemos también aquí que la fórmula (e') de la proposición 
2.2.2 nos permite analizar fácilmente el análogo en F [X] de 
la llamada conietura de Turán en IN [il] : 
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(6) 	> ,L(n)/n )0 (x 1) 
n x 
En efecto, en E [X] , tenemos 
=E( 	(A))q-k 
O 	2)A.41 t 	 k=0 9A= 
si t es par, 
si t es impar, 
la que muestra que en CE' [X] el análogo de la conjetura de Turán 
es correcta, mientras que (6) parece no ser cierta en N*  , según 
la información no muy precisa dada en [11] 
Por otra parte, el análogo de la conjetura de Pólya. 
L(n) <O, para x 2, 
n4lx 
que no es correcta eruNI: [7] , tampoco lo es en (F [X] como lo 
muestra la relación (5). 
Proposición 3.1.3. El orden promedio de d*(t) es (1-1/q)t cuando 
Prueba: Por (d'), proposición 2.2.2, obtenemos 
1 	si k = O 
	 d (A) = 
* 
(k+1)qk 	(k-1)qk-1 si 1. 
Por tanto 
> , dy,(A)) = 1 + 
k=0 aA4 
k i)qk (k_1)qk-1] 
k(qk _ qk-1) qk -1 4. 51:qk 
10 
[k(qk qk-1) qk-lj Z(q;t) 
= tqt  + Z(q;t) 
Por consiguiente 
4.„t 
= 1 + t(1 - 1/q)( 	1 	) 
Z(q;t) 1  1 - 
y entonces 
d(t) 	1 	 1  
t(1-1/q) 	t(1-1/q) 	(1 - 1/qt+1) 
tiende a 1 cuando t---> Co, tal como queríamos demostrar. 
Proposición 3.1.4. El orden promedio de fr es gilt/rI)-t cuando 
Prueba: De (1:1% proposición 2.2.2, vemos que 
(›-  f (A)) = Z(q; 0:t/r1), 
k=0 BIA=k r 
y, por consiguiente, 
65 





qr(A)) k _  
q - (q+q2+ 	+ q(t+1)-r)  
= 1 + Z(q;t)-Z(q;t+r-1) 
y en seguida 
(t = 1 + 1 	Z(q;t+r-1) )  qr Z(q,t) 	Z(q;t) 
1 
. 9 
 Et/r1 -t 171 -  
1 
1 - t+1 
pues' 
(t/r1 	nt/r 
04 O71-1-1/r)  qt 
cuando t -..co puesto que, r >2. 
Proposición 3.1.5. 	El orden promedio de qr és la constante 1-qr-1 
(cual-do t 	). 
Pruebe: De (V), proposición 2.2.2, obtenemos la relación 
d onie obtenemos 
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O 
hm q (t) = 1 - qr-1  
t-poo r 
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de d ord e la proposición. 
Proposición 3.1.6: El orden promedio de la función Ts (s real O)  




- Prueba: Usando (f') proposición 2.2.2, obtenemos 
> C (A» 	' 
z(g.t) _ cisugs+1 	t)  
s 1 - qs 
dedorade resulta que 
t ) 	1  s 
 _9.5_ 1 _ q(s+i)(t+i) 
q 	qs • 	qt+1 
y por consiguiente, 





1 cuerdo t 
 
    
como puede verificarse fácilmente. 
Proposición 3.1.7: El orden promedio de la función 0 de Euler es  
(cr1)citi(c04)  cuando t--&00. 




( 	 /(A)) - (1 	q) Z(q
2;t - 1)  4.  
	




= 	(1-q) i1-q2t  + q2t) 
1-q 	1+q 
Dividierd o Por 
_ q 	1 4q  2t + 1 
1 + q 	1 - qttle 
(q-1)qt/(q+1), obtenemos 
1 
i=(1.2 	+ + q2t + 1 1 	1  
t 2t + 1 	1 q -q 	 t+1 -1 
 
1 
   
Si t•--h-co 	LuEgo t)(t)n)(q + 1)qt(q + 1) 
Proposición 3.1.8: El orden promedio de la función A de Mangoldt  
está dado por la constante log q. 
Prueba: De (1') proposición 2.2.2, obtenemos 
A(A)) = q log q Z(q;t - 1) 
de donde 




k=0 O< -a t =d 
qk 
k 	r - 1 




7(r)á‘t(t) 	1 	r -1 k 
tr -1 	- ---r 	 tr- k=01  Z(q;t) 
Usandb la relación (3) vamos a calcular el orden promedio de 
la función d r(t). En primer lugar d e (a') proposición 2.2.2, Y 
de (3) resulta que 
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t-1 





	"1( re kr -2+... C kl + 0(-1-1)\ 9 	L 1 	r -2 J 	\--í=1"-/ 
r(r)q  
r-1 t 	Z(ig;t) 
 





r-1 k  
tr-i z (q; t) 	tr-lz(q;t 
 
(6) JI 1kr-2+-..cr_2k1 
    
< k 	P(r)  tr-1 	' 
si t >to. Como 
t-1 
k'r 	r-2 O 	q 	q LCik 	+ 
Z(q't)  
. + cr _211] 
en dorde C max 
t-1 
> 	:qk [c  (<r_2 
k=0 
r-2 	, resulta que 
+ 	+ Cr-2 
rl(r)q  
Cl‘ r-1 7 / 
t 	-‘Cht,
\ 
q(r-2)Ctr-2 z(q;t-1)  
Z(q;t) 
(r-2)Ctr-2t+l  (q-q  ) 
1-qt÷1  
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r(r)C(r-2) (l/qt) - 1)  
t2 	(1/qt4.1- 1) 
(r >2), 
cuyo miembro derecho tiende a cero cuardo t. , de dorde resulta 
que 
t-1 
lím 	n(r)q 	\ 	k r r -2 	 q LC1k 	4- -1 / t 	00 tr  z1/4q;t) k=d 
... Cr-2k]  - O 
Como el miembro izquierdo de (6) tienie a cero cuando t-.0o, resulta 
que 
(7) líM ( 
tr-1  
Mostremos ahora que 
(8) lim r -1 t-'«) t  
_vri. N)  1 	: 	,r -1 k = 





existe, dorde 1 - 1/q <Ivq<1. En efecto, hagamos 
1 	\ 1 kr-1 k (t) = 
tr-L k -0 z(c1;t) 
Entonces 
0<v (t)( 	(q ... tr4cit ) 
t z(q;t) 
tr-1q (1 + 	qt-1)  41 1 
tr-1 (1 + 	qt) 
para talo t >1. Por otra parte 
(t) 	
r- 2 (q+2 1  + 	+ tr-1qt 	tr-1 qt(1-q) 
tr 
	
z(q;t) tr-1(i_gt+1) -1  
t 	t+1 q - q 	>1 - 1/q 
1 - qt 
para todo t >1 lucgo 
1 - 1/<vq(t)4 1, para talo q, para todo t >1 
1 	1-q 
tr-1  (1-qt+1) 
entonces 
u (t+1) -u (t) 	[tr -1 	1 	1 	I q 	-1 r(1+Or -1 1-717-71. 	í:71-1.71 
71 
Sea u (t) 
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1 	1 	1 	(1 - q)2  r‘J [ t4-1 -Ti21 f‘.1  tr t < 
cuerdo t 	C3C3 . Es decir, existe t tal que si t ) t , entonces 
u (t+i) - u (t)< o. Como 
v (t) u
q 
 (t) 7 kr-1  k 
Ir«) 	q  
entonces, si t >t 
v (t+i)-vq  (t) - [u (t+l)-u q(t)] 
 
kr-lqk + u (t)(t+1)r-1  t+1  
k.-10 
t+1 
){u (t+1)-u (t)](t+l)r-1  >—,qk + u (t)(t+l)e-lqt41  
k=1 
+1. 
r.\) (t+l)r-1  [  -(1-c1)2 	1-q
t 	
q 	
1 - q 	fit+1-1 
t+1 tr-1q 	1-g 	tr-1(i_q  
1 t4-1 t+1 
+gj 
1-q 







Esto demuestra que v (t+1) > (t) para todo t lo suficiente-
mente g rand e. Como 
1 - 1/q 	vq(t) 1 
Si t %).1, se deduce que lin v (t) = y existe y que 
q 
1 < 1/q 	5,7(1 -‹ 1. 
Podemos, pues, enunciar la siguiente proposición 
Proposición 3.1.9. 	El orden promedio de la función dr (r .>2) 
está dado por Y 	cuando 
q r(t) 
La prueba resulta de la discusión anterior. 
	
Pasemos ahora a [1:12(A)]2 	D(A). Tenemos 
k + 2 ) qk 	(t + 3)qt ,(   D(A)) = 1 + 2  ( 
k=0 aA-k 	 k=1 2 	 3 
t-1 
k + 2 	t 4- 3 
( 	+ ( 	)qt; 
k=0 2 3 
de d on:1 e 
k + 2 ic 	t + 3 	I 
1  
 ( 	)cl ( 	t 
z(cht) 	k=0 	2 	 3 
t 	3 ) 	 =d3(t - 1) l(gLi





ri(3)d (t-1) r(3)0(t) 	, 3 	(1-qt) 	t 4- 3 	r(r)qt(1-q)  
t+í + ( 	) 3 (t-1)2 	(t-1) 	(1-q )2 (t-1)2(1-qt+1) 
El primer sumarrio de la derecha tiende a 1/q cuando t—i.. 
Veamos que pasa con el segundo sumando. Utilizando una fórmula 




F-1(3)qt(l_q) 	r(t4.3) 1(qt qt+1)  
(t-1)2(1- 1  qt÷ ) 	tr(t) 	(t-1)2 	(1 - qt+1) 
r(t+3) t2 	(qt qt.h1)  
t3r(t) 	(t-1)2 	(1 - qt+1) ' 
r(t+3) ru 1  
expresión que tiende a 1 - 1/q cuardo 	pues t
3 r,
(t) 
cuando t—+ 00. [12,58]. Es decir 
11m
(3) p(t)  --y 
t--100 (t-1) 	
q2 
Enunciamos ahora la siguiente proposición. 
Proposición 3.1.10. El orden promedio de la función aritmética  





Hemos escogido el monolde (11(q;X)) de los polinomios sobre un cuer-
po finito Fq, primero por la sencillez de algunos resultados y segundo 
porque en este monolde no se cumple el axioma A. "Existen constantes 
positivas A y ó'que dependen de G, y una constante "V con0:11-,T11:-j cr tal 
que 
NG = AX8 0(X ) 
en el cual KNOPMACHER basa sus resultados. 
Entre los resultados sobresalientes que logramos ilstArn 
(1) Establecer un isomorfismo entre el álgebra de Dirichlet (Dir(IM)) 
y el álgebra de las serles formales. Este isomorfismo nos permi-
tirá un camino más sencillo que el usado por "Carlitz" para obte-
ner relaciones y ordenes promedios de algunas funciones aritméticas. 
(2) Expresar funciones aritméticas (f) como producto de funciones -5-de 
Riemann y obtener expresiones para 	>  f(A), todo esto con la 
Z(A)=k 
ayuda del isomorfismo establecido anteriormente. 
(3) Encontrar ordenes promedios para las funciones aritméticas. 
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